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ΗΜΙΤΟΝΟΕΙ∆ΗΣ ΜΟΝΙΜΗ ΑΠΟΚΡΙΣΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ ΣΥΝΕΧΟΥΣ ΧΡΟΝΟΥ 
 
Έστω το σύστηµα συνεχούς χρόνου 

 
 

 
 

 
 
 

 
G(s) 

u(t)=Aηµ(ωt) 

n
0 0

2 2
i=1 i

Κ ΚωΑ ΚY(s)=G(s) = + +
s +ω s-jω s+jω s+p∑ i  

 
i

n
-p tjωt -jωt

0 0 i
i=1

y(t)=Κ e +Κ e + Κ e∑  

 
{jωt -jωt

ss 0 0y (t)=Κ e +Κ e =A G(jω) ηµ ωt+arg[G(⋅ ⋅
 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 1: Η συνάρτηση του ορίσµατος είναι πλειότιµη κα
συνάρτηση απαιτείται να οριστεί το πεδίο τιµών. Πώς θα επιτευχθεί
 
Εάν 

m

i
i=1
n

k
k=1

(s+z )
G(s)=K

(s+p )

∏

∏
 

{ } { } { } {
m n

i
i=1 k=1

arg G(jω) =Arg K + Arg jω+z - Arg jω∑ ∑
 
µε Arg{K}=-180o εάν Κ<0. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 2:  Εάν είναι γνωστές οι συναρτήσεις  
 
G(jω) , arg[G(jω)] , η απόκριση του συστήµατος σε βηµατική ή κρο
να προσδιοριστεί από τον αντίστροφο Μ/Σ Laplace ως εξής: 
 

st
u

D 0

1 G(s) 2 R(ω)y (t)= e ds= ηµ(ωt)dω
2πj s π ω

∞

∫ ∫
 

st
δ

D 0

1 2y (t)= G(s)e ds= R(ω)συν(ωt)dω
2πj π

∞

∫ ∫
 

 

y(t)=Bηµ(ωt+φ) 
}jω)]  

ι για να οριστεί σαν 
 αυτό; 

k+p }  

υστική διέγερση µπορεί 
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όπου 
{ }R(ω) G(jω) συν arg[G(jω)]= ⋅  

 
Αξίζει να παρατηρηθεί ότι για τον προσδιορισµό της y(t) µία χρονική στιγµή απαιτείται 
γνώση των G(jω) , arg[G(jω)]  σε όλες τις συχνότητες 
 
ΑΠΟΚΡΙΣΕΙΣ   ΣΥΧΝΟΤΗΤΑΣ 
 
Συνάρτηση Πλάτους: 

(ω) G(jω)Μ =  
 
Συνάρτηση φάσης: 

φ(ω) arg[G(jω)]=  
 
Συνάρτηση κέρδους: 

α(ω) ln G(jω) (Neper)=  

10K(ω)=20λογ G(jω) (decibel)  
 
ΣΧΕΣΕΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΚΕΡ∆ΟΥΣ-ΦΑΣΗΣ 
 
Βασικό θεώρηµα 
Εάν η G(s) δεν έχει µηδενικά και πόλους στο δεξιό ηµιεπίπεδο, θα ισχύουν 
 

2 2
- 0

1 φ(y) 2 yφ(y)α(ω)=α( )- dy=α( )- dy
π y-ω π y -ω

∞ ∞

∞

∞ ∞∫ ∫  

 
 

2 2
- 0

1 α(y) 2ω α(y)φ(ω)= dy= dy
π y-ω π y -ω

∞ ∞

∞
∫ ∫  

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
 
Εάν είναι γνωστή η συνάρτηση α(ω), η φ(ω) προσδιορίζεται µονοσήµαντα. 
 
Εάν είναι γνωστή η συνάρτηση φ(ω), η α(ω) προσδιορίζεται µε αβεβαιότητα µιάς 
προσθετικής σταθεράς. 
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Παράδειγµα 1 
 

1 1G(s)= G(jω)=
1 sT 1 jωT+ +

 

 

2 2

1(ω) G(jω)
1+ω Τ

Μ = =  

 
φ(ω) arg[G(jω)]=τοξεφ(-ωΤ)=  

 
 
Παράδειγµα 2 
 

2
n
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n n

ωG(s)=
s +2ζω s+ω

 

 
2
n

2 2 2 2 2 2
n n

ω(ω) G(jω)
(ω -ω ) +4ζ ω ω

Μ = =  

 
n

n2 2
n

on
n2 2

n

-2ζωτοξεφ( ) για  ω<ω
ω -ω

φ(ω) arg[G(jω)]=
-2ζωτοξεφ( )-180 για ω>ω
ω -ω

ω

ω

⎧
⎪⎪= ⎨
⎪
⎪⎩

 

 
ΠΡΟΣΟΧΗ 
Η συνάρτηση τοξεφ(φανταστικό µέρος/πραγµατικό µέρος) δεν προσδιορίζει σωστά το 
όρισµα ενός µιγαδικού αριθµού. 
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ΠΡΟ∆ΙΑΓΡΑΦΕΣ ΣΤΟ ΠΕ∆ΙΟ ΤΗΣ ΣΥΧΝΟΤΗΤΑΣ 
 
Μέγιστο πλάτος σε συντονισµό Μr: 
Είναι η µέγιστη τιµή της G(jω)  
 
Κυκλική συχνότητα συντονισµού ωr: 
Είναι η κυκλική συχνότητα στην οποία το G(jω)  λαµβάνει τη µέγιστη τιµή της. 
 
Κυκλική συχνότητα αποκοπής ωb: 
Είναι η κυκλική συχνότητα όπου bG(jω ) 0.707 G(j0)= ×  
 
Περιθώριο Κέρδους gm: 
Είναι το αντίστροφο του µέγιστου κέρδους θiG(jω )  για τις κυκλικές συχνότητες ωθi οι 
οποίες ικανοποιούν τη σχέση arg{G(jωθi)}=-180o. 
 
 
Περιθώριο Φάσης φm: 
Είναι η γωνία 180ο+Min{argG(jωgi) για τις κυκλικές συχνότητες ωgi  οι οποίες ικανοποιούν 
τη σχέση |G(jωgi)|=1. 
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Για το Παράδειγµα 2 οι προδιαγραφές εκφράζονται αναλυτικά συναρτήσει των 
συντελεστών της G(s) 
 
Προδιαγραφές Αρµονικής Απόκρισης Προδιαγραφές Βηµατικής Απόκρισης 
Μέγιστο πλάτος σε συντονισµό  

r 2

1M =
2ζ 1-2ζ

 

Επί τοις εκατό υπερπήδηση 

p 2

-ζπM =exp
1-ζ

⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

Κυκλική συχνότητα συντονισµού  
2

r nω =ω 1-2ζ  
Χρόνος κορυφής 

p 2
n

πt =
ω 1-ζ

 

Κυκλική συχνότητα αποκοπής 
2

b nω =ω 1-ζ+ ζ -2ζ+2  

Χρόνος απόκατάστασης 5% 

s
n

3t =
ζω

 

Περιθώριο Κέρδους  
mg =∞  

Σφάλµα µόνιµης κατάστασης 
sse (βηµ)=1-G(0)  

Περιθώριο Φάσης m
4 2

2ζθ =τοξεφ
4ζ +1-2ζ

 
 

 
ΓΕΝΙΚΟ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ 
Όσο µεγαλύτερο είναι το εύρος ζώνης τόσο ταχύτερο είναι το σύστηµα 
Απόδειξη 
Από την ιδιότητα του Μ/Σ Laplace 
Εάν  y(t) Y(s) y(at) Y(s/a)↔ ⇔ ↔
 
ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΗ ΑΡΜΟΝΙΚΩΝ ΑΠΟΚΡΙΣΕΩΝ 
 
Οι αρµονικές αποκρίσεις της G(s) µπορούν να απεικονιστούν κατά διάφορους τρόπους. 
 
− Να σχεδιαστεί το πολικό διάγραµµα της G(jω) ( G(jω) , arg[G(jω)] ).   ∆ιάγραµµα 

Nyquist. 
 
− Να σχεδιαστούν οι συναρτήσεις κέρδους Κ(ω) και φάσης φ(ω) συναρτήσει του λογ10ω.  

∆ιαγράµµατα Bode. 
 
 
− Να σχεδιαστεί το Καρτεσιανό διάγραµµα Κ(ω) συναρτήσει της φάσης φ(ω).  ∆ιάγραµµα 

Nichols. 
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Παράδειγµα 1ο Παράδειγµα 2ο
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∆ιαγράµµατα  Bode ∆ιαγράµµατα  Bode 
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∆ιάγραµµα Nichols ∆ιάγραµµα Nichols 
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ΑΣΥΜΠΤΩΤΙΚΑ ∆ΙΑΓΡΑΜΜΑΤΑ BODE 
 
Παράγοντες 
− Σταθερά Κ 
− s±1 

− (1+sT) ±1 

− 
±12

2
n n
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ΠΑΡΑΓΟΝΤΑΣ  (1+sT)-1
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∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ NYQUIST 
 
 
Εάν  

( )( )A A Π ΠA A
2 2

Π Π Π Π

m (s)+n (s) m (s)-n (s)A(s) m (s)+n (s)G(s)= = =
Π(s) m (s)+n (s) m (s)-n (s)

 

 
A Π A Π

s=jω2 2
Π Π

m (s)m (s)-n (s)n (s)Χ(ω)=
m (s)-n (s)

 

 
A Π A Π

s=jω2 2
Π Π

n (s)m (s)-m (s)n (s)Υ(ω)=
m (s)-n (s)

 

 
Για τη σχεδίαση του διαγράµµατος προσδιορίζονται κρίσιµα σηµεία, όπως οι τοµές µε τους 
άξονες. 
 
 
 

1/gm

G(0) 

θm
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ΑΠΟΚΡΙΣΗ ΣΥΧΝΟΤΗΤΑΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 
 
Έστω το σύστηµα διακριτού χρόνου 
 

 
 

 
 

 
 

u(κΤ)=Aηµ(κωΤ)
 

G(z) 
 

 
{jωΤ

ssy (κΤ)=A G(e ) ηµ κωΤ+arg[G⋅ ⋅

 
Παράδειγµα 

σ s
0.1813 1G(z)= G (s)= µε f

z-0.8187 s+1
⎡
⎢⎣

 
jωΤ 0.1813G(e )=

συν(ωΤ)-0.8187+jηµ(ω
 

jωΤ

2

0.1813G(e ) =
[συν(ωΤ)-0.8187] [ηµ(+

 

{ }jωΤ ηµ(ωΤ)arg G(e ) =-τοξεφ
συν(ωΤ)-0.8187

⎧
⎨
⎩

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 1: 
Επειδή 

 
j(ωΤ+2π) jωΤe e=  

 
οι συναρτήσεις µέτρου και φάσης θα είναι περιοδικές µε περ

π
2πω =
Τ

 

 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 2: 

jωΤ/2
jωΤ

-jωΤ/2

ωΤ1+je 2z=e = ωΤe 1-j
2

≈  

 
Θέτοντας 

 

y(κΤ)=Bηµ(κωΤ+φ)
}jωΤ(e )]  

=5Hz⎤
⎥⎦

 

Τ)
 

2ωΤ)]
 

ο180⎫
±⎬

⎭
 

ίοδο  
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wΤ1+ 2 z-12z= η w=wΤ T z+11-
2

 

η προσεγγιστική απόκριση συχνότητας της G(z) µπορεί να επιτευχθεί από την  που 
υπολογίζεται στο σηµείο jv, όπου 

Ĝ(w)

2 ωΤv= εφ
T 2

 

 
Στο κατωτέρω σχήµα φαίνεται η συνάρτηση κέρδους ( jωΤ

1020λογ G(e ) ) συναρτήσει της 
συχνότητος f. 
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ΣΧΕ∆ΙΑΣΗ ΕΛΕΓΚΤΗ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   Κ(s) 

  F(s) 

r e y +

+

d

w

 
 

1 GKz(s)= d(s)+
1+G(s)K(s)F(s) 1+GK

 
Η συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος κλειστού β
 

G(s)K(sH(s)=
1+G(s)K(s)

Θα είναι 

dH dG=S(s)
H G

Η συνάρτηση 
1S(s)=

1+G(s)K(s)
καλείται συνάρτηση ευαισθησίας της H(s) ως προς µ
 
Η συνάρτηση 

G(s)K(s)FT(s)=
1+G(s)K(s)

καλείται συµπληρωµατική συνάρτηση ευαισθησίας. 

 

G(s)

u

GKFr(s)-
F 1+GKF

ρόχου είναι 

)
F(s)

 

 

F(s)
 

εταβολές της G

(s)
F(s)

 

+

+

m(s)  

(s). 
m

z
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 1: 
Εάν για κάποιο ω είναι 

G(jω)K(jω)F(jω) >>1 
τότε µε εφαρµογή της επαλληλίας (θεωρώντας r=0, m=0) 

d(jω) >> z(jω)  
και η διαταραχή υφίσταται πολύ µεγάλη µείωση στις συχνότητες που εµφανίζονται µεγάλα 
κέρδη. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 2: 
Εάν για κάποιο ω είναι 

G(jω)K(jω)F(jω) >>1 
τότε µε εφαρµογή της επαλληλίας (θεωρώντας d=0, m=0) 
 

r(jω)
z(jω)

F(jω)
≈  

και η έξοδος του ολικού συστήµατος θα ακολουθεί την είσοδο αναφοράς r εάν F(s)=1. Αυτό 
δικαιολογεί γιατί στην συντριπτική πλειοψηφία των συστηµάτων ελέγχου χρησιµοποιείται 
F(s)=1.  
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 3: 
Πολύ µεγάλα κέρδη του ελεγκτή οδηγούν κατά τεκµήριο το σύστηµα κλειστού βρόχου σε 
αστάθεια. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 4: 
Τα πολύ µεγάλα κέρδη του ελεγκτή ενδέχεται να δηµιουργήσουν µεγάλα σήµατα και να 
προκαλέσουν τον κορεσµό σε ενεργοποιητές και όργανα µέτρησης. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 5: 
Ο θόρυβος των µετρήσεων προκαλεί σηµαντική µείωση της συµπεριφοράς του συστήµατος 
ελέγχου. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 6: 
Για κάθε s (συνεπώς και για s=jω) 

S(s)+T(s)=1 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 7: 
Θεωρώντας F(s)=1, 
Στις χαµηλές συχνότητες όπου G(jω)K(jω) >>1, 

1S(jω) Τ(jω) 1
G(jω)K(jω)

≈ ≈  

Στις υψηλές συχνότητες όπου G(jω)K(jω) <<1 

S(jω) 1 Τ(jω) G(jω)K(jω)≈ ≈  

Η περιοχή συχνοτήτων για την οποία G(jω)K(jω) 1≈  είναι κρίσιµη για τη συµπεριφορά 
του συστήµατος. 
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ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΚΛΕΙΣΤΟΥ ΒΡΟΧΟΥ 
 
ΒΑΣΙΚΗ ΣΧΕΣΗ 
Εάν ψο(s)=ψG(s)*ψK(s)*ψF(s) είναι το γινόµενο των χαρακτηριστικών πολυωνύµων των 
συστηµάτων που έχουν συναρτήσεις µεταφοράς G(s), K(s) και F(s) αντίστοιχα και ψc(s) 
είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του συστήµατος κλειστού βρόχου, ισχύει η σχέση 
 

c

ο

ψ (s) =det[I+G(s)K(s)F(s)]=det[I+KFG]=det[I+FGK]
ψ (s)

 

 
Για συστήµατα µιάς εισόδου-µιάς εξόδου αντί της ορίζουσας λαµβάνονται τα στοιχεία 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 1: 
Οι σχέσεις του λόγου των χαρακτηριστικών πολυωνύµων ισχύουν άν και οι µήτρες δεν 
αντιµετατίθενται. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 2: 
Η ευστάθεια είναι ιδιότητα του βρόχου και δεν εξαρτάται από το σηµείο που εισάγεται η 
είσοδος αναφοράς ή από το σηµείο που λαµβάνεται η έξοδος. 
 
Θεώρηµα 
Έστω C ανοικτό σύνολο που δεν χωρίζει το επίπεδο και δεν περιέχει το σηµείο ∞. Έστω 
επίσης C κλειστή καµπύλη εντός του C. Εάν f(s) είναι  το πολυώνυµο 

( )
n

i
i=1

f(s)= s-λ∏  

τότε 
n

i=1 iC C

1 f (s) 1 1N= ds= ds=
2πj f(s) 2πj s-λ

′ ∑∫ ∫ αριθµός των ριζών του f(s) εντός της C. 

 
Απόδειξη 
Άµεση από το θεώρηµα των ολοκληρωτικών υπολοίπων των µιγαδικών συναρτήσεων. 
 
Επέκταση του θεωρήµατος 
 
Εάν η f(s) είναι ρητή συνάρτηση, 
 

C

1 f (s)N= ds
2πj f(s)

′
∫ =αριθµός των ριζών –αριθµό των πόλων της f(s) εντός της C. 
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Ας θεωρηθεί η απεικόνιση της καµπύλης C µέσω της f(s) σε ένα νέο µιγαδικό επίπεδο, έστω 
το w-επίπεδο 
 
s επίπεδο 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

w επίπεδο 

Ĉ

C

 
Έστω Ĉ η εικόνα της C στο w-επίπεδο. Καθώς 
 

f (s) ds=jdθ
f(s)
′

 

Ν=αριθµός των ωρολογιακών περιτριγυρισµάτων της αρχής του w-επιπέδου επό την Ĉ. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 1: 
Το θεώρηµα αυτό είναι ένα πολύ ισχυρό εργαλείο για τη σχεδίαση του ελεγκτή Κ(s), ώστε 
το σύστηµα κλειστού βρόχου να µην έχει πόλους σε ανεπιθύµητες περιοχές. 
 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 2: 
Το θεώρηµα αυτό µπορεί να εφαρµοστεί στη σχέση 
 

c

ο

ψ (s) =det[I+G(s)K(s)F(s)]=det[I+KFG]=det[I+FGK]
ψ (s)
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Η καµπύλη C πρέπει να περικλείει το σύνολο των µη επιθυµητών περιοχών. Για απλή 

ευστάθεια οι καπύλες για τα συστήµατα συνεχούς χρόνου και τα συστήµατα διακριτού 

χρόνου θα είναι όπως στο Σχήµα 
 

συστήµατα συνεχούς χρόνου

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

συστήµατα διακριτού χρόνου

 

 

 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 3: 
Για συστήµατα µιάς εισόδου-µιάς εξόδου µπορεί χωρίς απώλεια της γενικότητας να τεθεί 
K(s)=K. Αυτό συµβαίνει γιατί τα πολυώνυµα του αριθµητή και του παρονοµαστή της K(s) 
µπορούν να ενσωµατωθούν στην G(s). Η σχέση στην οποία θα εφαρµοστεί το θεώρηµα 
λαµβάνει τη µορφή 

c

ο

ψ (s) =1+G(s)K
ψ (s)

 

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 4: 
Το θεώρηµα ευστάθειας του συστήµατος κλειστού βρόχου µπορεί να διατυπωθεί ως εξής: 
 
Το σύστηµα κλειστού βρόχου θα είναι «ευσταθές» εάν και µόνο εάν ο αριθµός των 
ωρολογιακών περιτριγυρισµάτων της αρχής του w- επιπέδου από την εικόνα της C καθώς 
διαγράφεται ωρολογιακά είναι ίσος µε τον αντίθετο αριθµό των πόλων του συστήµατος 
ανοικτού βρόχου εντός της C. Ισοδύναµα ο αριθµός των ανθωρολογιακών 
περιτριγυρισµάτων της αρχής του w- επιπέδου από την εικόνα της C καθώς διαγράφεται 
ωρολογιακά είναι ίσος µε τον αριθµό των πόλων του συστήµατος ανοικτού βρόχου εντός 
της C. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 5: 
Η εικόνα Ĉ της C από τη συνάρτηση 1+G(s)K είναι η εικόνα της C, έστω C , από τη 
συνάρτηση G(s)K µετατοπισµένη κατά µία µονάδα προς τα δεξιά. Άρα για την εφαρµογή 
του θεωρήµατος θα µπορούσαν να θεωρηθούν τα ανθωρολογιακά περιτριγυρίσµατα του 
σηµείου (-1,0) από την C , τα οποία είναι ίσα µε τα αντίστοιχα περιτριγυρίσµατα της αρχής 
από την Ĉ. 
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 6: 
Η εικόνα  της C από τη συνάρτηση G(s)K είναι γεωµετρικά όµοια  µε την εικόνα της C, 
έστω C

C
, από τη συνάρτηση G(s). Άρα για την εφαρµογή του θεωρήµατος θα µπορούσαν να 

θεωρηθούν τα ανθωρολογιακά περιτριγυρίσµατα του σηµείου (-1/Κ,0) από την C , τα οποία 
είναι ίσα µε τα αντίστοιχα περιτριγυρίσµατα της αρχής από την Ĉ. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 7: 
Η εικόνα C  της C από τη συνάρτηση G(s) είναι το διάγραµµα Nyquist της G(s), το οποίο 
πρέπει να συµπληρωθεί µε την εικόνα της ηµιπεριφέρειας στο άπειρο. 
 
Παράδειγµα 
Έστω  

2

10G(s)=
(s+5)(s +s+1)

 

Θα είναι 
 

2 2

2 2

10 10(5-6ω )-j10ω(6-ω )G(jω)=
(jω+5)(-ω +jω+1) (25+ω )[(1-ω ) +ω

= 2 2 2  

 
Το φανταστικό µέρος µηδενίζεται για 
ω=0 και είναι G(j0)=2 
 

ω2=6 και είναι 10(5-36) -10G(j 6)=
31(25+6) 31

=  

 
Το πραγµατικό µέρος µηδενίζεται για  

ω2=5/6 και είναι 
2

5 5-j10 (6- )5 6 6G(j )= j2.1
6 5 1 5(25+ )

6 6 6

= −
⎛ ⎞⎛ ⎞ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 

Για ω  το όρισµα θα είναι θ=(n-m)(-90→ ∞ o)=-270o. 
 
Το διάγραµµα Nyquist φαίνεται στο Σχήµα από το οποίο λαµβάνονται 
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Περιθώριο κέρδους=3.1 
Περιθώριο φάσης 30ο. 
 
Τα µεγέθη αυτά ευρωστίας δεν είναι ικανοποιητικά. 
 
 
Το διάγραµµα Nyquist της 

2

0.9G(s)=
s(s +0.5s+2)

 

φαίνεται στο Σχήµα 
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Συνδυασµός ταυτόχρονων µικρών µεταβολών σε κέρδος και φάση µπορεί να οδηγήσει σε 
αστάθεια. 
 
 
ΕΥΡΩΣΤΙΑ ΤΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΕΛΕΓΧΟΥ 
 
Η ευστάθεια του συστήµατος κλειστού βρόχου πρέπει να διατηρείται για όλες τις τιµές που 
µπορεί να λαβουν οι παράµετροι του προς έλεγχο συστήµατος. 
 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 1: 
Συστήµατα µε πολύ διαφορετική συµπεριφορά (σε χρονική απόκριση) είναι δυνατόν να 
εµφανίζουν παρόµοια συµπεριφορά µετά την αντιστάθµιση Σαν παράδειγµα 
 

1
1000G (s)=
s+1

ΕΥΣΤΑΘΕΣ  

 

2
1000G (s)=
s-1

ΑΣΤΑΘΕΣ  

1
1000Η (s)=

s+1001
ΕΥΣΤΑΘΕΣ  2

1000Η (s)=
s+999

ΕΥΣΤΑΘΕΣ  

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 2: 
Συστήµατα µε παρόµοια χρονική απόκριση είναι δυνατόν να εµφανίζουν µεγάλη διαφορά 
στη συµπεριφορά µετά την αντιστάθµιση. Σαν παράδειγµα 
 

1
1000G (s)=
s+1

ΕΥΣΤΑΘΕΣ  

 

2

2 2

1000 100G (s)= EY
(s+1)(s+100)

×
ΣΤΑΘΕΣ  

1
1000Η (s)=

s+1001
ΕΥΣΤΑΘΕΣ  

2

2 2

1000 100Η (s)= A
(s+287)(s -86s+34879)

×
ΣΤΑΘΕΣ
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Βηµατικές αποκρίσεις 
G1(s),G2(s) 
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Το πρόβληµα που τίθεται είναι µε ποιό τρόπο θα µοντελοποιηθεί η µεταβολή της G(s). Εάν 
 

 
oG(s)=G (s)+∆G(s)  

 
θα είναι 

 
oG(s)K(s)=G (s)K(s)+∆G(s)K(s)  

 
 

Real Axis
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Nyquist Diagrams
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Go(s)

G(s)

M 

 

oAB = GK-G K

Θεώρηµα 
Εάν ο αριθµός των πόλων της G(s)K(s) στο δεξιό ηµιεπίπεδ
δεν έχει πόλους στο δεξιό ηµιεπίπεδο, το σύστηµα κλειστού
εάν για κάθε s=jω είναι 
 

o∆G(s)K(s) < 1+G (s)K(s)
ή ισοδύναµα 
 

o o

∆G(jω) 1<
G (jω) Τ (jω)

 

 
Η απόσταση του διαγράµµατος Nyquist από το σηµείο (-1,0

ω ω

1d= Min 1+G(jω)K(jω) = Min =
S(jω)

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Από τις δύο ανωτέρω σχέσεις προκύπτει ότι είναι επιθυµητ
ώστε |S(jω) | και |Τ(jω)| να είναι όσο το δυνατόν µικρότερα
κάθε s S(s)+T(s)=1. 

 

= K ∆G

ο δεν µεταβάλλεται (η ∆G(s) 
 βρόχου θα παραµένει ευσταθές 

 

) θα είναι 

ω

1
Max S(jω)

 

ό να προσδιοριστεί ο ελεγκτής 
. Αυτό είναι αδύνατο αφού για 
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Εκτός αυτών, δύο άλλοι περιορισµοί εισάγονται από το ακόλουθο θεώρηµα του Bode. 
 
Θεώρηµα 
Εάν pi, zi είναι αντίστοιχα οι πόλοι και τα µηδενικά της G(s)K(s) στο δεξιό ηµιεπίπεδο, 

i
i0 0

1ln S(jω) dω= ln dω=π p
1+G(jω)K(jω)

∞ ∞

∑∫ ∫  

 

i i0 0

1 1G K
jω jω1 1ln T dω= ln dω=π

jω z1 11+G K
jω jω

∞ ∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎜ ⎟ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑∫ ∫  

 
Από το θεώρηµα προκύπτουν τα ακόλουθα: 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 1: 
Οι ευαισθησίες µπορούν να µειωθούν σε µία περιοχή συχνοτήτων µόνο µε αύξησή τους σε 
άλλες περιοχές. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 2: 
Η ύπαρξη πόλων στο δεξιό ηµιεπίπεδο αυξάνει την ευαισθησία. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 3: 
Η ύπαρξη µηδενικών στο δεξιό ηµιεπίπεδο αυξάνει την συµπληρωµατική ευαισθησία. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 4: 
Ένας γρήγορος πόλος στο δεξιό ηµιεπίπεδο αυξάνει την ευαισθησία περισσότερο από ένα 
αργό πόλο. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 5: 
Ένα αργό µηδενικό στο δεξιό ηµιεπίπεδο αυξάνει την συµπληρωµατική ευαισθησία 
περισσότερο από ένα γρήγορο µηδενικό. 
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ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 
Τοποθέτηση πόλων του αντισταθµισµένου συστήµατος σε επιθυµητή 
περιοχή. 
 
∆ίδεται προς έλεγχο σύστηµα µε συνάρτηση µεταφοράς 

1G(s)=
s(s+4)

 

Εάν ο ελεγκτής είναι 
K(s)=K  

να ευρεθεί για ποιές τιµές του Κ οι πόλοι του συστήµατος κλειστού βρόχου είναι εντός της 
περιοχής που καθορίζεται από τις σχέσεις re{s}<-1, arg{s}>135o και arg{s}<-135o. 
 
 

-15 -10 -5 0 5 10 15 20
-15

-10

-5

0

5

10

15

 
 
 
Θεωρούµε την κλειστή καµπύλη C του Σχήµατος που σχηµατίζεται από τα όρια της 
περιοχής και το τόξο της περιφέρειας µε κέντρο την αρχή, ακτίνα που τείνει στο άπειρο και 
εκτείνεται και στο δεξιό ηµιεπίπεδο. 
Για την απεικόνιση της C µέσω της G(s) εφαρµόζεται η ακόλουθη διαδικασία 
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ΤΜΗΜΑ ΑΒ  s=-1+jω µε –1 ω 1 και 
2

-1 ω 12 2 2 2

1 (-1-jω)(3-jω) -3-ω -2jωG(s)=
(-1+jω)(3+jω) (1+ω )(9+ω ) (1+ω )(9+ω ) ≤ ≤= =  

 
ΤΜΗΜΑ ΒΓ  s=(-1+j)ω µε 1 ω και 

1 ω2 2 2 2 2 2

1 (-1-j)(4-ω-jω) -4+j(2ω-4)G(s)=
(-1+j)ω(4-ω+jω) 2ω[(4-ω ) +ω ] 2ω[(4-ω ) +ω ] ≤= =   

 
ΤΟΞΟ Γ∆  s=rejω µε –3π/4 ω 3π/4 και 

-2jω
3π 3π2 - ω
4 4

1G(s)= e
r ≤ ≤

 

 
ΤΜΗΜΑ ∆Α  s=(1+j)ω µε ω -1 

Η απεικόνιση της C µέσω της G(s) δίδει την καµπύλη του Σχήµατος 

-0.35 -0.3 -0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05
-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

N=0 

N=-1 N=1 

 
 
Το σύστηµα ανοικτού βρόχου έχει ένα πόλο (s=0) στην απαγορευµένη περιοχή. Για να µην 
έχει το σύστηµα κλειστού βρόχου κανένα πόλο εντός της απαγορευµένης περιοχής πρέπει 
και αρκεί Ν=-1. Αυτό οδηγεί στην ανισότητα 

1 1- <- <-0.125
3 K
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ή ισοδύναµα 

3<Κ<8 

Η σχεδίαση του διαγράµµατος Nyquist έγινε µε προγραµµατισµό σε περιβάλλον MATLAB 
ως ακολούθως. 
for K=1:100 
   t(K)=-1+i*0.01*K; 
   g(K)=1/t(K)/(t(K)+4); 
   tr(K)=real(t(K)); 
   ti(K)=imag(t(K)); 
   gr(K)=real(g(K)); 
   gi(K)=imag(g(K)); 
   t1(K)=-1+i*1+(-1+i*1)*0.1*(K-1); 
   g1(K)=1/t1(K)/(t1(K)+4); 
   tr1(K)=real(t1(K)); 
   ti1(K)=imag(t1(K)); 
   gr1(K)=real(g1(K)); 
   gi1(K)=imag(g1(K)); 
  t2(K)=10.9*1.414*exp(i*3*pi*(101-K)/400); 
   g2(K)=1/t2(K)/(t2(K)+4); 
   tr2(K)=real(t2(K)); 
   ti2(K)=imag(t2(K)); 
   gr2(K)=real(g2(K)); 
   gi2(K)=imag(g2(K)); 
end 
plot(gr,gi,'g',gr1,gi1,'b',gr2,gi2,'m',gr,-gi,'g',gr1,-gi1,'b',gr2,-
gi2,'m') 
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Σχεδίαση αντιστάθµισης µε εσωτερικό βρόχο. 
Για το σύστηµα ελέγχου του Σχήµατος δίδονται 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 Κ(s) 

r 

e 

z

+

 

2

1G(s)=
Js +Bs

F(s)=cs  

1K(s)=K 1+
sT

⎛
⎜
⎝

Οι παράµετροι του ελεγκτή (Κ,Τ) πρέπει να προσδιο
βρόχου να είναι ευσταθές. 

Η συνάρτηση µεταφοράς που συνδέει τα σήµατα z κ

G(s)H(s)= =
1+G(s)F(s) Js

Η συνάρτηση µεταφοράς ανοικτού βρόχου θα είναι 

2

1+sTL(s)=K(s)H(s)=K
Ts (Js+B

και γράφεται κατ’ αυτόν τον τρόπο ώστε να µπορεί ν
πρέπει να είναι µόνο σταθερό κέρδος). 

Η καµπύλη C συνίσταται από την ηµιπεριφέρεια ακτ
πόλος στο s=0) που εκτείνεται στο δεξιό ηµιεπίπεδο,

 

G(s)

y

u

  F(s) 

 

⎞
⎟
⎠

 

ριστούν ώστε το 

αι y θα είναι 

2

1
+(B+c)s

 

ˆKG(s)
+c)

=  

α εφαρµοστεί η µ

ίνος r (για να απο
 τα τµήµατα του 
σύστηµα

έθοδος 

φευχθεί
φανταστ
 κλειστού 

(ο ελεγκτής 

 ο διπλός 
ικού άξονα 
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από –jR έως jr και από jr έως jR και την ηµιπεριφέρεια ακτίνος R που εκτείνεται στο δεξιό 
ηµιεπίπεδο, όπως στο Σχήµα. 
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Για την απεικόνιση της C µέσω της G(s) εφαρµόζεται η ακόλουθη διαδικασία 
 
ΤΟΞΟ ΑΒ  s=rejω µε –π/2 ω π/2 και 

-2jω
π π2 - ω
2 2

1 1G(s)= e
T(B+c) r ≤ ≤

×  

 
ΤΜΗΜΑ ΒΓ  s=jω µε  r ω R και 

2

r ω R2 2 2 2

λ 11 ω + +jω λ-jω+ B+cΤ ΤΤĜ(jω)= µε λ=
-Jω (jω+λ) -Jω (λ +ω ) J≤ ≤

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠=  

 
 ΤΟΞΟ Γ∆  s=Rejω µε –π/2 ω π/2 και 

-2jω
π π2 - ω
2 2

1 1G(s)= e
J R ≤ ≤

×  

ΤΜΗΜΑ ∆Α  s=jω µε  -R ω -r και 

-R ω -r2

1jω+ B+cΤĜ(jω)= µε λ=
-Jω (jω+λ) J≤ ≤  

 
Οι  απεικονίσεις της C µέσω της G(s) δίδονται από τα κατωτέρω σχήµατα, ανάλογα µε την 
τιµή του λ σε σχέση µε το Τ. 

 27



-30 -20 -10 0 10 20 30
-30

-20

-10

0

10

20

30

 
 

λ>1/Τ 

-0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06
-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

 

 

-400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400
-400

-300

-200

-100

0

100

200

300

400

 
λ<1/Τ 

-0.02 0 0.02 0.04 0.06

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

 

 

-100 -50 0 50 100
-100

-80

-60

-40

-20

0

20

40

60

80

100
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Όπως προκύπτει από τα διαγράµµατα, για να είναι ευσταθές το σύστηµα κλειστού βρόχου 
πρέπει 
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λ>1/Τ   και Κ>0 

Η σχεδίαση του διαγράµµατος Nyquist έγινε µε προγραµµατισµό σε περιβάλλον MATLAB 
ως ακολούθως. 
for K=1:100 
   t(K)=0.1*exp(i*pi*(K-1)/198); 
   g(K)=(t(K)+1)/t(K)^2/(t(K)+1); 
   tr(K)=real(t(K)); 
   ti(K)=imag(t(K)); 
   gr(K)=real(g(K)); 
   gi(K)=imag(g(K)); 
   t1(K)=(0.1+9.9*(K-1)/99)*i; 
   g1(K)=(t1(K)+1)/t1(K)^2/(t1(K)+1); 
   tr1(K)=real(t1(K)); 
   ti1(K)=imag(t1(K)); 
   gr1(K)=real(g1(K)); 
   gi1(K)=imag(g1(K)); 
 t2(K)=10*exp(i*pi*(K-1)/198); 
   g2(K)=(t2(K)+1)/t2(K)^2/(t2(K)+1); 
   tr2(K)=real(t2(K)); 
   ti2(K)=imag(t2(K)); 
   gr2(K)=real(g2(K)); 
   gi2(K)=imag(g2(K)); 
 
end 
plot(gr,gi,'g',gr1,gi1,'b',gr2,gi2,'m',gr,-gi,'g',gr1,-gi1,'b',gr2,-
gi2,'m') 
 

 

Το ανωτέρω συµπέρασµα µπορεί να εξαχθεί µε χρήση του κριτηρίου Routh ως εξής. 

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του συστήµατος κλειστού βρόχου θα είναι 

2 3 2
c

1 Kψ (s)=Js (s+λ)+Κ(s+ )=Js +Jλs +Ks+
T T

 

Η διάταξη Routh είναι 

s3 J K 

s2 Jλ Κ/Τ 

s 1JλΚ-ΚJ
T (2λJ)

Jλ
 

 

s0 Κ/Τ  

 

Καθώς λ,J,Τ είναι θετικά, 

− εάν JK(1-λ/Τ)>0 και Κ>0, ουδεµία αλλαγή προσήµου συµβαίνει στην πρώτη στήλη µε 
αποτέλεσµα το σύστηµα κλειστού βρόχου να είναι ευσταθές. 
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− εάν JK(1-λ/Τ)<0 και Κ>0, δύο αλλαγές προσήµου συµβαίνουν στην πρώτη στήλη µε 
αποτέλεσµα το σύστηµα κλειστού βρόχου να έχει δύο πόλους στο δεξιό ηµιεπίπεδο και 
συνεπώς να είναι ασταθές. 

− εάν JK(1-λ/Τ)=0 και Κ>0, υπάρχει µηδενισµός γραµµής. Η παράσταση στη θέση (3,1) 
της διάταξης αντικαθίσταται από την 2λJ. Καθώς ουδεµία αλλαγή προσήµου συµβαίνει 
στην πρώτη στήλη, το σύστηµα κλειστού βρόχου έχει ένα ζεύγος συζυγών φανταστικών 
πόλων και δεν θα είναι ασυµπτωτικά ευσταθές. 

− εάν JK(1-λ/Τ)>0 και Κ<0, µία αλλαγή προσήµου συµβαίνει στην πρώτη στήλη µε 
αποτέλεσµα το σύστηµα κλειστού βρόχου να είναι ασταθές έχοντας ένα πόλο στο δεξιό 
ηµιεπίπεδο. 

− εάν JK(1-λ/Τ)<0 και Κ<0, µία αλλαγή προσήµου συµβαίνει στην πρώτη στήλη µε 
αποτέλεσµα το σύστηµα κλειστού βρόχου να είναι ασταθές έχοντας ένα πόλο στο δεξιό 
ηµιεπίπεδο. 

− εάν JK(1-λ/Τ)=0 και Κ<0, υπάρχει µηδενισµός γραµµής. Η παράσταση στη θέση (3,1) 
της διάταξης αντικαθίσταται από την 2λJ. Καθώς µία αλλαγή προσήµου συµβαίνει στην 
πρώτη στήλη, το σύστηµα κλειστού βρόχου έχει ένα πόλο στο δεξιό ηµιεπίπεδο και θα 
είναι ασταθές. 

Η περίπτωση Κ=0 δεν εξετάζεται γιατί αφορά άνοιγµα του βρόχου και στην ουσία 
κατάργηση του ελεγκτή. 

 

Το αποτέλεσµα αυτό µπορεί να εξαχθεί και µε τη χρήση του γεωµετρικού τόπου των ριζών.  
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λ>1/Τ 
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Μελέτη ευστάθειας µεταβαλλοµένων συστηµάτων. 
Για το σύστηµα ελέγχου του Σχήµατος δίδονται 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Κ(s) 
+ e 

 u  

 
 

2

s+BG(s)=
7s+ (s +s+1)
3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
s+1K(s)=
s

 

Το ερώτηµα που τίθεται είναι για ποιές τιµές της παρ
συστήµατος το σύστηµα κλειστού βρόχου είναι ευστ
µε αυτά που εξετάστηκαν, η ίδια µέθοδος µπορεί να 
 
Η συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος κλειστού β
 

s+1 s+
7s s+ (s
3H(s)= s+1 s1

7s s+
3

×
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ ×
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του συστήµατος κλε
 

2
c

7ψ (s)=s s+ (s +s+1)+(s+1)(s+B)=s s
3

⎛ ⎞ ⎡
⎜ ⎟ ⎢⎝ ⎠ ⎣

 
Αυτό είναι ισοδύναµο µε το χαρακτηριστικό πολυών
όπου το προς έλεγχο σύστηµα έχει συνάρτηση µεταφ
 

 

G(s)

r

y

B>0  

αµέτρου Β του π
αθές. Άν και το π
εφαρµοστεί. 

ρόχου θα είναι 

2

2

B

+s+1)

+B

(s +s+1)

 

ιστού βρόχου θα 

3 210 13+ s + s+
3 3

10
3

υµο ενός συστήµ
οράς 
ρος έλεγ
ρόβληµ

είναι 

+B(s+⎤
⎥⎦

ατος κλε
χο 
α δεν µοιάζει 

1)  

ιστού βρόχου 
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3 2

s+1Ĝ(s)=
10 13 10s s + s + s+
3 3 3

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

και ελεγκτή µε σταθερό κέρδος 
Κ=Β 

Η καµπύλη C συνίσταται από ηµιπεριφέρεια ακτίνος r→0 και εκτείνεται στο δεξιό 
ηµιεπίπεδο, τα ευθύγραµµα τµήµατα του φανταστικού άξονα από –jR έως –jr  και από jr 
έως jR και από την ηµιπεριφέρεια ακτίνος R→∞ που εκτείνεται στο δεξιό ηµιεπίπεδο, 
οπως στο κατωτέρω Σχήµα 
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Στο κατωτέρω σχήµα φαίνεται το διάγραµµα Nyquist της . Ĝ(s)
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Το σηµείο τοµής µε τον αρνητικό πραγµατικό άξονα είναι s=-0.215. Συνεπώς το σύστηµα 
θα είναι ευσταθές για Β<4.64 
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Το ανωτέρω αποτέλεσµα µπορεί να επιτευχθεί µε το κριτήριο Routh, ως εξής 
s4 1 13/3 B 
s3 10/3 B+10/3  
s2 100-9B

30
 

B  

s 100-9B 10+3B 10B× -
30 3 3

100-9B
30

  

s0 B   
 
Για την ευστάθεια τα στοιχεία της πρώτης στήλης της διάταξης πρέπει να είναι θετικά. 
Συνεπώς 

100-9B >0 B<100/9=11.1
30

⇒  

-27Β2+210Β+1000-300Β>0 ή 27Β2+90Β-1000<0 

Η τελευταία  ανισότητα ισχύει µεταξύ των ριζών του τριωνύµου. Καθώς Β>0, θα είναι 

-90+ 8100+108000B< =4.64
54

 

Στο κατωτέρω σχήµα φαίνεται ο γεωµετρικός τόπος των ριζών του συστήµατος. Καθώς το 
Β αυξάνει δύο πόλοι του συστήµατος κλειστού βρόχου οδηγούνται στο δεξιό ηµιεπίπεδο. 
Για την εύρεση του οριακού Β στο οποίο συµβαίνει η µετάβαση από το αριστερό στο δεξιό 
ηµιεπίπεδο χρησιµοποιείται το κριτήριο Routh, όπως ανωτέρω. 
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Ευρωστία του αντισταµισµένου συστήµατος σε καθυστέρηση της µέτρησης. 
Το κατωτέρω σύστηµα ελέγχου του Σχήµατος περιγράφει τη διαδικασία εξέλασης 
λαµαρίνας µε συνάρτηση µεταφοράς 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

Κ(s) e-sT

+ e 

 u  

G(s)=

 
και τον ελεγκτή µε συνάρτηση µεταφο

 
Ο αισθητήρας του πάχους της λαµαρί
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Για την επίλυση του προβλήµατος θα
προφανές ότι η µεταβολή της παραµέ
απαίτηση είναι για καµία τιµή της τ το
Εάν θεωρήσουµε  

 
την ονοµαστική συνάρτηση µεταφορά
είναι όπως στο ακόλουθο Σχήµα. 
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Θα ισχύουν 

 

s=jω

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1∆G(jω)Κ(jω) = -
s+1 s+τ s+0.1

τ-1 τ-1
R(ω)

ω +1 ω +τ ω +0.01 ω +1 ω +0.8 ω +0.01

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ =

 

 
δηλαδή για κάθε s=jω, η G(jω)K(jω) θα βρίσκεται εντός ενός κύκλου µε κέντρο το σηµείο 
Gο(jω)K(jω) και ακτίνα R(ω) και 

jθ jθs=Re s=Re

1
min

1 1G(s)Κ(s) =
s+τ s+0.1

1 1 1 R
(R-τ)(R-0.1) (R-τ )(R-0.1) (R-0.8)(R-0.1)

≤

≤ = =
 

δηλαδή για κάθε s επάνω στην ηµιπεριφέρεια η G(s)K(s) θα βρίσκεται εντός ενός κύκλου 
µε κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα R1. 
Χρησιµοποιώντας το πρόγραµµα του MATLAB που φαίνεται κατωτέρω σχεδιάστηκε το 
διάγραµµα Nyquist της Gο(jω)K(jω) και η ζώνη που δηµιουργείται από το σύνολο των 
κύκλων. 
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clear all 
for K=1:200 
   zt(K)=exp(i*pi*(K-1)/199); 
   ztr(K)=real(zt(K)); 
   zti(K)=imag(zt(K)); 
   zr(K)=ztr(K)/9.15/9.85 
   zi(K)=zti(K)/9.15/9.85 
end 
   for I=1:200 
   center(I)=1/(0.1-0.05^2*(I-1)^2+1.1*i*0.05*(I-1)); 
   radius(I)=0.2/sqrt(1+0.05^2*(I-1)^2)/sqrt(0.01+0.05^2*(I-
1)^2)/sqrt(0.64+0.05^2*(I-1)^2); 
for K=1:200 
   t(I,K)=center(I)+radius(I)*exp(i*2*pi*(K-1)/99); 
   tr(I,K)=real(t(I,K)); 
   ti(I,K)=imag(t(I,K)); 
   end 
end 
plot(tr,ti,'g',zr,zi,'g',ztr,zti,'b',tr,-ti,'g',zr,-zi,'g',ztr,-zti,'b') 
axis equal  
 
 
 
Η καθυστέρηση e-sT  για κάθε s=jω περιστρέφει το διάνυσµα της G(jω)K(jω) κατά ωΤ rad 
ενώ αφήνει το µέτρο της αναλλοίωτο. Από τη λεπτοµέρεια του διαγράµµατος Nyquist που 
φαίνεται στο σχήµα, το περιθώριο φάσης είναι τουλάχιστον 48ο και η κυκλική συχνότητα 
που εµφανίζεται το όριο αυτό είναι ω0=0.8rad/sec. Συνεπώς 
 

ο

0

π48 * 0.838180Τ= = =1.047sec
ω 0.8

 

 
και η µέγιστη απόσταση δεν µπορεί να είναι µεγαλύτερη από 
 

L=vΤ=1.047m  
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Μελέτη ευστάθειας αντισταθµισµένων διακριτών συστηµάτων. 
 

Για το σύστηµα ελέγχου διακριτού χρόνου του Σχήµατος δίδονται 
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z+2G(z)=

( 1)( 0.5)(z z− −
 

K(z)=K  

και ζητείται να ευρεθούν οι τιµές του κέρδους του ελ
σύστηµα να είναι ευσταθές. 

Για την επίλυση του προβλήµατος µπορεί να χρησιµ
καµπύλη C φαίνεται στο ακόλουθο σχήµα.  
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Λεπτοµέρεια της καµπύλης C στην περιοχή του µηδενός φαίνεται στο επόµενο 

σχήµα.
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Η απεικόνιση της C µέσω της G(z) φαίνεται στο ακόλουθο σχήµα 
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που προέκυψε µε χρήση του ακόλουθου προγράµµατος σε περιβάλλον MATLAB. 

for K=1:100 
    t1(K)=100*exp(i*pi*(100-K)/99); 
   t1r(K)=real(t1(K)); 
  t1i(K)=imag(t1(K)); 
 t2(K)=100-(K-1)*.9989899; 
 t2r(K)=real(t2(K)); 
    t2i(K)=imag(t2(K)); 
    t3(K)=1+0.1*exp(i*pi*(K-1)/198); 
    t3r(K)=real(t3(K)); 
    t3i(K)=imag(t3(K)); 
 t4(K)=exp(i*(0.1+(pi-0.1)*(K-1)/99)); 

 39



 t4r(K)=real(t4(K)); 
    t4i(K)=imag(t4(K)); 
    g1(K)=(t1(K)+2)/(t1(K)-1)/(t1(K)-0.5)/(t1(K)+0.2); 
    g1r(K)=real(g1(K)); 
    g1i(K)=imag(g1(K)); 
 g2(K)=(t2(K)+2)/(t2(K)-1)/(t2(K)-0.5)/(t2(K)+0.2); 
   g2r(K)=real(g2(K)); 
    g2i(K)=imag(g2(K)); 
 g3(K)=(t3(K)+2)/(t3(K)-1)/(t3(K)-0.5)/(t3(K)+0.2); 
    g3r(K)=real(g3(K)); 
    g3i(K)=imag(g3(K)); 
 g4(K)=(t4(K)+2)/(t4(K)-1)/(t4(K)-0.5)/(t4(K)+0.2); 
    g4r(K)=real(g4(K)); 
    g4i(K)=imag(g4(K)); 
end 
plot(g1r,g1i,'g',g2r,g2i,'b',g3r,g3i,'r',g4r,g4i,'m',g1r,-g1i,'g',g2r,-g2i,'b',g3r,-g3i,'r',g4r,-
g4i,'m') 
axis equal 
 

 

Λεπτοµέρεια του σχήµατος στις περιοχές τοµής µε τον αρνητικό πραγµατικό άξονα 
φαίνεται στο κατωτέρω σχήµα. 
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Από το τελευταίο σχήµα προκύπτει ότι  

1. Για –1/Κ<-7 ή ισοδύναµα 

Κ<0.143 
Όλοι οι πόλοι του αντισταθµισµένου συστήµατος βρίσκονται εκτός της απαγορευµένης 
περιοχής. 

2. Για –7<-1/Κ<-0.36 ή ισοδύναµα 

0.143<Κ<2.8 
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δύο πόλοι του αντισταθµισµένου συστήµατος βρίσκονται εντός της απαγορευµένης 
περιοχής, δηλαδή στο εξωτερικό του µοναδιαίου κύκλου. 

3. Για –0.36<-1/Κ ή ισοδύναµα 

2.8<Κ 

όλοι οι πόλοι του αντισταθµισµένου συστήµατος βρίσκονται στο εξωτερικό του 
µοναδιαίου κύκλου. 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 

Αξίζει να προσεχθεί ότι οι τιµές είναι προσεγγιστικές καθώς προκύπτουν από µετρήσεις 
επάνω στο διάγραµµα. 

 

Το πρόβληµα µπορεί να λυθεί µε χρήση του θεωρήµατος του Jury. Το χαρακτηριστικό 
πολυώνυµο του συστήµατος κλειστού βρόχου θα είναι 

3 2
cψ (z)=(z-1)(z-0.5)(z+0.2)+K(z+2)=z -1.3z +(K+0.2)z+(2K+0.1)  

Η διάταξη Jury είναι 

Γραµµή z0 z1 z2 z3

1 2Κ+0.1 Κ+0.2 -1.3 1 

2 1 -1.3 Κ+0.2 2Κ+0.1 

3 (2Κ+0.1)2-1 (2Κ+0.1)(Κ+0.2)+1.3 -1.3(2Κ+0.1)-
(Κ+0.2) 

 

4 -3.6Κ-0.33 2Κ2+0.5Κ+1.32 4Κ2+0.4Κ-0.99  

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 

Οι γραµµές 2 και 4 προκύπτουν από τις 1 και 3 άµεσα. 

 

Από το κριτήριο του Jury για να είναι το αντισταθµισµένο σύστηµα ευσταθές θα πρέπει να 
ισχύουν οι σχέσεις. 

3 2
cψ (1)=1 -1.3 1 +(K+0.2) 1+(2K+0.1)=3K>0× ×  

{ }3 3 3 2
c(-1) ψ (-1)=(-1) (-1) -1.3 ( 1) +(K+0.2) ( 1)+(2K+0.1) ( 2.4 K) 0× − × − = − − + >  

2K+0.1 <1 

2-3.6K-0.33 < 4K +0.4K-0.99  

Από την πρώτη ανισότητα προκύπτει 

 41



Κ>0 

ενώ από τη δεύτερη 

Κ<2.4 

Καθώς είναι Κ>0, η Τρίτη ανισότητα δίνει (2Κ+0.1)<1 ή 

Κ<0.45 

Από την τελευταία ανισότητα προκύπτουν 

4Κ2+0.4Κ-0.99>3.6Κ+0.33 και 4Κ2+0.4Κ-0.99>0 

είτε 

-4Κ2-0.4Κ+0.99>3.6Κ+0.33 και 4Κ2+0.4Κ-0.99<0 

Καθώς 0<Κ<0.45, 4Κ2+0.4Κ-0.99≤0 και συνεπώς από την τελευταία ανισότητα 
λαµβάνεται 

4Κ2+4Κ-0.66<0 

ή 

-1.144<Κ<0.144 

Οι ανισότητες συναληθεύουν για  

0<Κ<0.144 

και για τις τιµές αυτές το αντισταθµισµένο σύστηµα είναι ευσταθές. 

Στο κατωτέρω σχήµα φαίνεται ο γεωµετρικός τόπος των ριζών του αντισταθµισµένου 
συστήµατος καθώς το Κ µεταβάλλεται από το 0 µέχρι το άπειρο. Οι ρίζες οφείλουν να είναι 
στο εσωτερικό του µοναδιαίου κύκλου για να είναι το αντισταθµισµένο σύστηµα ευσταθές. 
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Μελέτη ευστάθειας συστήµατος ανοικτού βρόχου από το διάγραµµα Nyquist 
του αντισταθµισµένου συστήµατος. 
∆ίδεται αντισταθµισµένο σύστηµα στο οποίο έχει εφαρµοστεί µοναδιαία ανατροφοδότηση 
εξόδου. Η απαίτηση συνεχούς λειτουργίας του συστήµατος καθιστά αδύνατο το άνοιγµα 
του βρόχου, όµως µε την εισαγωγή ηµιτονοειδούς σήµατος µικρού πλάτους στην είσοδο 
αναφοράς είναι δυνατον να ευρεθεί η αρµονική απόκριση του συστήµατος κλειστού 
βρόχου. Ζητείται να εξεταστεί ως προς την ευστάθεια το σύστηµα ανοικτού βρόχου. 

Αν στο αντισταθµισµένο σύστηµα το οποίο έχει συνάρτηση µεταφοράς H(s) εφαρµοστεί 
ανατροφοδότηση εξόδου µε F(s)=-1, όπως στο Σχήµα, η σχέση που συνδέει τα y,r θα είναι 
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δηλαδή η συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος αν
ανατροφοδότηση. Σύµφωνα µε το θεώρηµα θα είναι 

ο

c

ψ (s) =1+H(s)(
ψ (s)

Επειδή το αντισταθµισµένο σύστηµα που δίδεται είν
ανοικτού βρόχου ασυµπτωτικά ευσταθές θα πρέπει ο
περιτριγυρισµάτων του σηµείου (-1,0) από τη συνάρ
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είναι ισοδύναµο µε το να είναι ο αριθµός  των ωρολογιακών περιτριγυρισµάτων του 
σηµείου (1,0) από τη συνάρτηση H(s) είναι µηδενικός. 

Εάν θεωρηθούν σαν συναρτήσεις µεταφοράς των αντισταθµισµένων συστηµάτων 

1 2
1000 1000H (s)= H (s)=
s+999 s+1001

, 

τα διαγράµµατα Nyquist των H1(s), H2(s) φαίνονται στο ακόλουθο σχήµα. 
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Άν και τα διαγράµµατα φαίνεται να ταυτίζονται, η λεπτοµέρεια της περιοχής του σηµείου 
(1,0) δείχνει ότι η H1(s) περιτριγυρίζει µία φορά ωρολογιακά το (1,0) ενώ η H2(s) δεν 
περιτριγυρίζει το σηµείο (1,0). Συνεπώς το πρώτο σύστηµα ανοικτού βρόχου είναι ασταθές 
ενώ το δεύτερο ευσταθές. 
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