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Άσκηση: Ένα σύστηµα µε είσοδο u(t), έξοδο y(t) και διάνυσµα κατάστασης  

x(t) = (x1(t)   x2(t))T περιγράφεται από το ακόλουθο διάγραµµα: 

 
Όπου Κ∈R 

α)     Να βρεθεί η περιγραφή στο χώρο κατάστασης και η συνάρτηση µεταφοράς. 

(β)    Προσδιορίστε τις τιµές της παραµέτρου Κ για τις οποίες το διάνυσµα κατάστασης δεν 
είναι παρατηρήσιµο. 

(γ)    Συσχετίστε τα αποτελέσµατα του ερωτήµατος (β) µε τη συνάρτηση µεταφοράς του 
ερωτήµατος (α). Σχολιάστε τις παρατηρήσεις σας. 
 
 
 
Άσκηση: ∆ίνεται το διάγραµµα βαθµίδων: 
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Άσκηση: Θεωρήστε το ακόλουθο σύστηµα: 

 
α.  Να σχεδιαστεί ο γεωµετρικός τόπος των ριζών για όλες τις τιµές του K. 
β. Με τη βοήθεια του γ.τ.ρ. να βρεθούν οι τιµές του K που καθιστούν το κλειστό σύστηµα 
ευσταθές. 
γ.   Να υπολογισθεί από τον γ.τ.ρ. η ελάχιστη τιµή του K για την οποία η απόκριση του 
κλειστού συστήµατος εκτελεί ταλάντωση στη µοναδιαία βηµατική είσοδο. 

 

 
Άσκηση:  H χαρακτηριστική εξίσωση ενός συστήµατος κλειστού βρόχου είναι 

s3-(l + k)s2 +2s + 7-k2 =0 

Να βρεθούν οι τιµές του k που καθιστούν το σύστηµα ευσταθές. 
 
 
 
Άσκηση: ∆ίνεται το διάγραµµα βαθµίδων 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
όπου Κ>0. 
α) Να βρεθούν τα τµήµατα του άξονα των πραγµατικών αριθµών που ανήκουν στο 
γεωµετρικό τόπο των ριζών. Υπολογίστε τις γωνίες των ασύµπτωτων και το σηµείο τοµής 
τους. 
 Να βρεθούν τα σηµεία θλάσης του γ.τ.ρ.  
(Σηµείωση: Υπάρχει µια προφανής ρίζα) 
 
β) Να βρεθεί η οριακή τιµή του K για την ευστάθεια του κλειστού συστήµατος και οι τοµές 
του γ.τ.ρ. µε τον άξονα των φανταστικών αριθµών. 
 
γ) Να σχεδιαστεί ο γεωµετρικός τόπος των ριζών. 
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Άσκηση: H συνάρτηση ανοιχτού βρόχου ενός κλειστού συστήµατος µε µοναδιαία 
ανάδραση είναι 

 

 

Να βρεθεί αν αντιστοιχεί κάποιο από τα πιο κάτω διαγράµµατα Nyquist στο δοθέν σύστηµα 
και γιατί. 
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Άσκηση: ∆ίνεται το διάγραµµα βαθµίδων: 

 

 

 
 

Άσκηση: Στο Σχήµα 1 δίνονται οι καµπύλες πλάτους (ασυµπτωτικές προσεγγίσεις) δύο 

συναρτήσεων µεταφοράς, G1(s) και G2 (s). Οι συναρτήσεις αυτές είναι ελάχιστης φάσης 

µε θετική απολαβή (κέρδος). 

 
Σχήµα 1. Καµπύλες πλάτους (Bode) των συναρτήσεων G1(jω) και G2 (jω).  
 
α)   Σχεδιάστε τη γραφική παράσταση (ασυµπτωτικές προσεγγίσεις) του πλάτους για τη 
συνάρτηση  G(s) = G1 (s) G2 (s) 
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β)   Με βάση αυτή τη γραφική παράσταση της G(s), προσδιορίστε την αναλυτική έκφραση 
της συνάρτησης µεταφοράς G(s). Εάν βρεθεί όρος δεύτερης τάξης, πάρτε σταθερά 
απόσβεσης ζ=0.5  

 
 
 

 

Άσκηση: ∆ίνεται το διάγραµµα βαθµίδων: 

Άσκηση: H συνάρτηση µεταφοράς ενός συστήµατος είναι: 

  
Στα ερωτήµατα που ακολουθούν να δειχθούν αναλυτικά όλα τα στάδια 
υπολογισµού 

(εξισώσεις κλπ.). 

i) Να γραφτεί το σύστηµα στην κανονική µορφή φάσης. Να υπολογιστούν οι 

ιδιοτιµές, τα ιδιοδιανύσµατα και ο µετασχηµατισµός οµοιότητας που µετατρέπει την 

κανονική µορφή φάσης στη διαγώνια µορφή. 

ii) Με βάση τη διαγωνοποίηση του ερωτήµατος (i) να βρεθεί ο µεταβατικός πίνακας 

κατάστασης (της περιγραφής στην κανονική µορφή φάσης). Να υπολογιστεί η 

ελεύθερη απόκριση για τις ακόλουθες αρχικές συνθήκες στις µεταβλητές φάσης: 

X(0)=(2   -2)Τ  

Σχολιάστε τη σηµασία των αποτελεσµάτων. 

iii) Χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα του ερωτήµατος (ii) να βρεθεί η µοναδιαία 

βηµατική απόκριση γιά µηδενικές αρχικές συνθήκες. 
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Άσκηση: Θεωρήσατε το κλειστό σύστηµα µε διάγραµµα βαθµίδων 

 

όπου τα J και F είναι θετικοί πραγµατικοί αριθµοί. 

 

 

 

 
Άσκηση: ∆ίνεται η συνάρτηση µεταφοράς βρόχου 

,  γ>0 
)(

)()(
sss

1sFsG 22 γ+
=

 
Να σχεδιαστούν ο δρόµος Nyquist και το διάγραµµα Nyquist. Με τη βοήθεια του 
διαγράµµατος Nyquist να µελετηθεί η ευστάθεια του κλειστού συστήµατος. 
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Άσκηση: H χαρακτηριστική εξίσωση ενός συστήµατος είναι 

 

όπου τα α, β και γ είναι πραγµατικοί αριθµοί. Να βρεθούν τα πεδία τιµών των α, β και γ 

ώστε οι ρίζες της εξίσωσης να ικανοποιούν την ανισότητα: Re(ρίζα) > 1. 

 

 

 

Άσκηση:  ∆ίνεται ότι για K = 3, το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ενός συστήµατος 

κλειστού βρόχου είναι 
 

 

και έχει ρίζες τους αριθµούς -5,-4,-3,-1. Επιθυµούµε όλες οι ρίζες, si να ικανοποιούν 

την αυστηρή ανισότητα: Re(si) < -1. Πρέπει να αυξήσουµε λίγο ή να µειώσουµε λίγο το 

K για να πετύχουµε Re(si) < -1. 

 

Άσκηση: Για K µεταβαλλόµενο: - οο < K < +co , ο γεωµετρικός τόπος των ριζών της 
εξίσωσης 
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Άσκηση: Στο Σχήµα 1, δίνονται οι ασυµπτωτικές προσεγγίσεις των διαγραµµάτων Bode 
της συνάρτησης µεταφοράς ανοιχτού βρόχου 

 

όπου το A είναι πραγµατικός αριθµός και οι πόλοι είναι ευσταθείς και πραγµατικοί Να 
υπολογισθούν τα pi, p2, p3 και το A. 

 
Σχήµα 1.   ∆ιαγράµµατα πλάτους και φάσης. 
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Άσκηση: To σύστηµα πλοήγησης του διαστηµοπλοίου σας θα τεθεί σε λειτουργία 
σε είκοσι λεπτά µε κύριο στόχο την εξοµάλυνση της τροχιάς πριν την προσεδάφιση 
στον Άρη. To σύστηµα παρουσιάζεται απλοποιηµένα από το διάγραµµα 
βαθµίδων στο Σχήµα 1. 
 
 

 

 

Άσκηση: Θεωρείστε σύστηµα διακριτού χρόνου: 

α) Να βρεθούν τα σηµεία ισορροπίας  
β) Χρησιµοποιείστε τη συνάρτηση Liapunov V(x)=x4 για να βρείτε περιοχές της αρχικής 
συνθήκης x(0) και του α, για τις οποίες ισχύει ότι x(k) —> 0 καθώς  k  —> +∞ 
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Άσκηση: 

∆ίνεται το διάγραµµα βαθµίδων 

 

α)    Βρείτε τον αριθµό των διακεκριµένων τόπων και τα σηµεία του γεωµετρικού 

τόπου των ριζών για K = 0,Κ ±οο. 

β)   Υπολογίστε τις γωνίες των ασύµπτωτων για Κ ±οο και το σηµείο τοµής τους. 

γ) Υπολογίστε τα τµήµατα του άξονα των πραγµατικών αριθµών που ανήκουν στο 

γεωµετρικό τόπο των ριζών για Κ>0, Κ<0. Καθορίστε τα πιθανά σηµεία θλάσης. 

Χρησιµοποιήστε το γεγονός ότι µία ρίζα της εξίσωσης 2s3 + 12s2 + 19s + 6 = 0  

είναι 

s = -2. 

δ) Υπολογίστε τα σηµεία τοµής µε το φανταστικό άξονα    

ε) Σχεδιάστε το γεωµετρικό τόπο των ριζών για Κ>0  

στ) Σχεδιάστε το γεωµετρικό τόπο των ριζών για Κ<0 
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Άσκηση: ∆ίνεται το διάγραµµα βαθµίδων: 

 

 

 

όπου                                                 µε Κ>0 και F(s)=1+2s              G = 2 ++ ))((
)(

4s2ss
Ks

 

 α) Να σχεδιαστούν ο δρόµος του Nyquist και το διάγραµµα Nyquist για K=L Ενδεικτικά, 

υπολογίστε τα σηµεία του διαγράµµατος Nyquist για ω=0, ω=1, ω=1. 72, ω  ∞ 

β) Με τη βοήθεια του διαγράµµατος Nyquist να µελετηθεί η ευστάθεια του κλειστού 

συστήµατος για K > 0. 

 

 

Άσκηση: Θεωρήστε το σύστηµα µε διάγραµµα βαθµίδων: 

 

α) Να χαραχτούν   τα   διαγράµµατα   πλάτους   και   φάσης, της   G(s)F(s)   στους 

επισυναπτόµενους δύο ηµιλογαριθµικούς χάρτες (ασυµπτωτικές προσεγγίσεις αρκούν). 

β)     Με βάση το ερώτηµα (α), είναι το κλειστό σύστηµα ευσταθές; Αν ναι, να βρεθούν τα 

περιθώρια ενίσχυσης και φάσης του κλειστού συστήµατος. 

γ)     Να ελεγχθεί αν το κλειστό σύστηµα είναι ευσταθές µε κάποιο αλγεβρικό κριτήριο. 
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Άσκηση: ∆ίνεται το διάγραµµα βαθµίδων 

 

όπου το K > 0. 

α)   Να σχεδιαστούν ο δρόµος του Nyquist και το διάγραµµα Nyquist για K=1. 

Ενδεικτικά, υπολογίστε τα σηµεία στο διάγραµµα Nyquist για ω=0, ω=1, ω=1.72, 

ω ±οο. 

β)    Με τη βοήθεια του διαγράµµατος Nyquist να µελετηθεί η ευστάθεια του 

κλειστού συστήµατος για όλες τις τιµές του K. 

 

 
 
Άσκηση: Θεωρήστε το σύστηµα διακριτού χρόνου, 
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Άσκηση: Θεωρήστε το κλειστό σύστηµα µε διάγραµµα βαθµίδων 

 
 

 
 Άσκηση: Θεωρήστε ένα κλειστό σύστηµα µε συνάρτηση µεταφοράς ανοιχτού 
βρόχου, 

 

 

 

Άσκηση: ∆ίνεται το διάγραµµα βαθµίδων 
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Άσκηση: Θεωρήστε το ακόλουθο ηλεκτρικό κύκλωµα που δίνεται στο Σχήµα 1. 
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Άσκηση: ∆ίνεται το σύστηµα συνεχούς χρόνου, 

 
 

Άσκηση: Θεωρήστε το σύστηµα διακριτού χρόνου, 

 

 
 
 
Άσκηση: α)  Να βρεθούν τα σηµεία ισορροπίας ενός µη γραµµικού δυναµικού 
συστήµατος διακριτού χρόνου, που περιγράφεται από τις εξισώσεις: 
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Άσκηση: ∆ίνεται το πιο κάτω διάγραµµα, 
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Άσκηση: Θεωρούµε  τις  ακόλουθες  συναρτήσεις  ανοιχτού   βρόχου  δυο 
διαφορετικών συστηµάτων, το κάθε ένα µε µοναδιαία αρνητική ανάδραση: 
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Άσκηση: ∆ίνεται το πιο κάτω διάγραµµα, 
 

ό που διακρίνουµε τις εξής δύο περιπτώσεις: 

 

Αντιστοιχίστε κάθε µια συνάρτηση µε τον σωστό γ.τ.ρ. (άν υπάρχει). Εξηγήστε την απάντηση σας. 

 

 

 
Άσκηση: ∆ίνεται το ακόλουθο διάγραµµα: 
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Άσκηση: H χαρακτηριστική εξίσωση ενός συστήµατος είναι: 

 
 
 
 
Άσκηση: Θεωρήσατε το κλειστό σύστηµα µε διάγραµµα βαθµίδων 

 

 

 

 

(i) Ποιος από τους πιο κάτω τρεις πίνακες είναι αποδεκτός ως µεταβατικός πίνακας 

κατάστασης ενός σταθερού πίνακα A. ∆ικαιολογήστε την απάντηση σας. 
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(ii)    Βρείτε τον πίνακα Α που αντιστοιχεί στην επιλογή σας στο ερώτηµα (i). (iii)   

∆ίνεται το σύστηµα: 

 
Για ποιες τιµές του b1 το σύστηµα είναι µη ελέγξιµο. 
  ιν)   Για τις τιµές αυτές του b1 βρείτε τη συνάρτηση µεταφοράς του 
συστήµατος. Σχολιάστε το αποτέλεσµα. 
 
 

Άσκηση: Θεωρήστε το ακόλουθο ηλεκτρικό κύκλωµα που δίνεται στο Σχήµα 1 

 

 

 

 

 

Σχήµα 1: Ηλεκτρικό κύκλωµα. 
 
α) Να καταστρωθούν οι εξισώσεις κατάστασης του κυκλώµατος µε βάση τον ορισµό των 

εισόδων, των µεταβλητών κατάστασης και των εξόδων που δίνονται στο Σχήµα 2. 

 

 

 

 

 

Σχήµα 2: Ορισµός µεταβλητών εισόδου, κατάστασης και εξόδου. 

 

β) Προσδιορίστε τις τιµές του R για τις οποίες το διάνυσµα κατάστασης δεν είναι ελέγξιµο 

και τις τιµές του R για τις οποίες δεν είναι παρατηρήσιµο. 

γ) Να βρεθεί η συνάρτηση µεταφοράς και να αντικατασταθούν οι τιµές του R του 

ερωτήµατος (β) για τις οποίες το σύστηµα δεν είναι ελέγξιµο και δεν είναι παρατηρήσιµο. Ti 

παρατηρείτε; 
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Άσκηση: ∆ίνεται το σύστηµα διακριτού χρόνου, 

 

 
 
 
Άσκηση: Θεωρήστε ένα σύστηµα που περιγράφεται στο χώρο κατάστασης από τις 

ακόλουθες εξισώσεις: 

 
 

 

 

Άσκηση: ∆ίνεται η συνάρτηση µεταφοράς ανοιχτού βρόχου, 
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Άσκηση: Θεωρήστε το κλειστό σύστηµα µε διάγραµµα βαθµίδων 

 

 

 

 
 
 

Άσκηση:  Για K µεταβαλλόµενο, -∞< K <+∞, ο γεωµετρικός τόπος των ριζών της 
εξίσωσης 

 
έχει σηµείο τοµής των ασύµπτωτων το σc = -5. Να βρεθεί το δ. 
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Άσκηση: Θεωρήστε ένα κλειστό σύστηµα µε συνάρτηση µεταφοράς ανοιχτού βρόχου, 

 
 

Να βρεθούν οι τιµές του K για τις οποίες η κρουστική απόκριση του κλειστού 
συστήµατος τείνει στο µηδέν γρηγορότερα από το e-t 
 

  

 

Άσκηση: Θεωρήσατε το ακόλουθο ηλεκτρικό κύκλωµα που δίνεται στο Σχήµα 1. 

 
Σχήµα 1: Ηλεκτρικό κύκλωµα 

α) Να καταστρωθούν οι εξισώσεις κατάστασης του κυκλώµατος µε βάση τον ορισµό 

των εισόδων, των µεταβλητών κατάστασης και των εξόδων που δίνονται στο Σχήµα 2. 

 

Σχήµα 2: Ορισµός µεταβλητών εισόδου, κατάστασης και εξόδου. 
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β) Για ποιες τιµές των παραµέτρων  R1, R2, C1, C2  είναι το διάνυσµα 

κατάστασης ελέγξιµο ή/και παρατηρήσιµο; 
γ) Έστω ότι παίρνουµε σαν έξοδο του συστήµατος την τάση VR2 στα άκρα της αντίστασης R2.  
Θεωρούµε C1 =C2 =2 και R2 =1.   Είναι το διάνυσµα κατάστασης ελέγξιµο ή/και 
παρατηρήσιµο; 
δ) Για την περίπτωση του ερωτήµατος γ) να υπολογισθεί η συνάρτηση µεταφοράς. Τι 
παρατηρείτε; Σχολιάστε. 

 

 

Άσκηση: ∆ίνεται το διάγραµµα βαθµίδων: 

 

 
α) Να βρεθούν τα τµήµατα του άξονα των πραγµατικών αριθµών που ανήκουν στο 

γεωµετρικό τόπο των ριζών. Υπολογίστε τις γωνίες των ασύµπτωτων και το σηµείο τοµής 

τους. 

β) Να βρεθεί η οριακή τιµή του Κ για την ευστάθεια του κλειστού συστήµατος και οι τοµές του 

γ.τ.ρ. µε τον άξονα των φανταστικών αριθµών. 

γ) Να σχεδιαστεί ο γεωµετρικός τόπος των ριζών. 
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Άσκηση: Θεωρήστε το ακόλουθο ηλεκτρικό κύκλωµα που δίνεται στο Σχήµα 1. 
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Άσκηση: ∆ίνεται η ακόλουθη περιγραφή ενός συστήµατος: 

 
 

Άσκηση: H χαρακτηριστική εξίσωση ενός συστήµατος είναι: 

 
 

Να βρεθεί αν οι ρίζες (πόλοι του συστήµατος) είναι στο αριστερό ανοιχτό µιγαδικό 
ηµιεπίπεδο. (∆ηλ. είναι Re(ρίζα) < 0 ;) 

 

 

 

Άσκηση: ∆ίνεται το διάγραµµα βαθµίδων: 

Να βρεθούν οι τιµές του K > 0 για τις οποίες το σύστηµα είναι ευσταθές, 
χρησιµοποιώντας το κριτήριο Nyquist. 
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Άσκηση: ∆ίνεται η συνάρτηση µεταφοράς ανοιχτού βρόχου  

 

 

 

 

Άσκηση: To διάγραµµα βαθµίδων ενός συστήµατος δίνεται στο πιο κάτω σχήµα. 

Θεωρήσατε το κλειστό σύστηµα µε διάγραµµα βαθµίδων 

 
Όπου 

 

 

Να βρεθεί ρυθµιστής F(s) του κλάδου ανατροφοδότησης ώστε η επίδραση του θορύβου  
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ξ(t) = δ(t) (µοναδιαία κρουστική) να εξουδετερώνεται στην έξοδο y(t) καθώς t  οο. 

Ταυτόχρονα το σήµα εξόδου y(t) να ακολουθεί το σήµα εισόδου ω(t) του κλειστού 

συστήµατος, δηλαδή   για κάθε είσοδο ω(t) στη µόνιµη 

κατάσταση. 

 

Άσκηση: ∆ίνεται το σύστηµα διακριτού χρόνου, 

 

 

Άσκηση: Θεωρούµε σύστηµα διακριτού χρόνου µε συνάρτηση µεταφοράς 

 
 
 

Άσκηση: Θεωρήστε το κλειστό σύστηµα µε διάγραµµα βαθµίδων 
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όπου 
 

 

 

µε p1, p2. K0, K1 και K2 -πραγµατικούς αριθµούς. Αποδείξτε ότι µε κατάλληλη 

επιλογή των Κ0, K1 και K2 µπορούµε να τοποθετήσουµε τους πόλους του κλειστού 

συστήµατος όπου θέλουµε. 

 

 

Άσκηση: H χαρακτηριστική εξίσωση ενός συστήµατος είναι 

 

όπου τα α, β και γ είναι πραγµατικοί αριθµοί. Να βρεθούν τα πεδία τιµών των α, β και γ 

ώστε οι ρίζες της εξίσωσης να ικανοποιούν την ανισότητα: Re(ρίζα) > 1. 

 
 
 
 

Άσκηση: θεωρήσατε ένα σύστηµα που περιγράφεται στο χώρο κατάστασης από τις 
ακόλουθες εξισώσεις: 

 
ό που 

 
Για τα ερωτήµατα που ακολουθούν να δειχθούν αναλυτικά όλα τα στάδια υπολογισµού 
(εξισώσεις, κ.λ.π.) 

α) Να διαγωνοποιηθεί το σύστηµα και να βρεθεί ο µεταβατικός πίνακας 
κατάστασης του συστήµατος των εξισώσεων ( 1 ) .  

β) Av χ0 =(-1   0)Τ και u(t)=l για t>0, να βρεθεί το x(t) για t>0 
χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα του ερωτήµατος α). 
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Άσκηση: ∆ίνεται το διάγραµµα βαθµίδων 

 

 

 

Άσκηση: ∆ίνεται το σύστηµα διακριτού χρόνου, 

 
 
 
Άσκηση: ∆ίνεται το διάγραµµα βαθµίδων 
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Άσκηση: Θεωρήστε δύο συστήµατα κλειστού βρόχου µε διαγράµµατα βαθµίδων 

 

όπου τα H1(s) και H2(s) καθιστούν τα συστήµατα ευσταθή. Εξετάστε αν το σύστηµα που 

δίνεται από το ακόλουθο διάγραµµα βαθµίδων είναι ευσταθές. ∆ικαιολογήστε την 

απάντηση σας. 

 
 

 


