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Η άσκηση αυτή αφορά στο βέλτιστο έλεγχο ενός ηλεκτρικού τρένου σε ανοικτό και κλειστό βρόχο. Στο 

πρώτο µέρος της εργασίας θα ασχοληθούµε µε κάποια απλά προβλήµατα βέλτιστου ελέγχου για εξοικείωση.   

 

ΠΡΩΤΟ ΜΕΡΟΣ: ΠΡΟΕΤΟΙΜΑΣΙΑ (Προαιρετικό)  

1. Για το σύστηµα: 
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µε 1=b , να βρεθεί το ( ) 11 ≤≤− tu  το οποίο λύνει το πρόβληµα ελάχιστου χρόνου µε ( ) [ ]Tx 010 −=  και 

( ) [ ]TTx 00= . Στη συνέχεια, να βρεθεί αντίστοιχος νόµος ελέγχου: ( )xu γ=  ο οποίος λύνει το ίδιο 

πρόβληµα. Να προσοµοιωθούν τα συστήµατα ανοικτού και κλειστού βρόχου. Να συγκριθούν οι αποκρίσεις 

των συστηµάτων ανοικτού και κλειστού βρόχου όταν 02,1=b . 

 

2. Για το σύστηµα: 
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µε αρχικές συνθήκες: ( ) 001 =x , ( ) 102 −=x  να βρεθεί το ( )tu  που ελαχιστοποιεί το κριτήριο: 

( )( ) ( ) ∫++−=
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1 10810105 dtuxxJ . 

 

3:  Για το σύστηµα: 
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να βρεθεί ελεγκτής στη µορφή ( )txfu ,=  που να ελαχιστοποιεί το κριτήριο: 

( ) ( ) tdRuQxxTxQTxJ
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Q , 1=R  , 100=T  και πω 2=  (δηλαδή να βρεθεί η συνάρτηση f ).  

Στη συνέχεια, να προσοµοιωθεί το σύστηµα κλειστού βρόχου.  Να λυθεί το ίδιο πρόβληµα στην περίπτωση 

που 0=ω και ∞=T . 

 



 

∆ΕΥΤΕΡΟ ΜΕΡΟΣ: ΒΕΛΤΙΣΤΟΣ ΕΛΕΓΧΟΣ ΗΛΕΚΤΡΙΚΟΥ ΤΡΕΝΟΥ  

Περιγραφή 

 Στην άσκηση αυτή, ασχολούµαστε µε τον έλεγχο ελάχιστης ενέργειας ενός ηλεκτρικού τρένου. 

Θεωρούµε ότι το τρένο κινείται από µια µηχανή συνεχούς ρεύµατος µε σταθερή διέγερση και ελεγχόµενο 

ρεύµα τυµπάνου. Η µηχανή ασκεί ροπή στους τροχούς µέσω ενός συστήµατος µετάδοσης κίνησης. Επίσης 

θεωρούµε ότι υπάρχει δυνατότητα αναγεννητικής πέδησης (δηλαδή η ηλεκτρική µηχανή µπορεί να 

“φρενάρει” το τρένο, κερδίζοντας ενέργεια).  

 

Μοντελοποίηση 

Οι ηλεκτρικές εξισώσεις (µόνιµης κατάστασης) της µηχανής είναι: 

( )
fafaa IMRIV ω+=  

όπου aV  η τάση τυµπάνου, R  η αντίσταση του τυλίγµατος τυµπάνου, ω  η γωνιακή ταχύτητα της µηχανής 

και afΜ  , fI  µπορούν να θεωρηθούν σταθερές για το συγκριµένο πρόβληµα (αµοιβαία επαγωγή στάτη – 

δροµέα και ρεύµα του στάτη αντίστοιχα). Η ροπή της µηχανής δίνεται από: 

( )
afaf IIMT = . 

Στο τρένο ασκείται τριβή ανάλογη της ταχύτητας και αντίσταση του αέρα ανάλογη του τετραγώνου της 

ταχύτητας. 

Με βάση τα παραπάνω, ανάγοντας όλες τις ροπές αδράνειας και τις δυνάµεις, στον άξονα µιας ρόδας 

µπορούµε να γράψουµε το µοντέλο του τρένου σε µορφή εξισώσεων κατάστασης: 
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όπου 1x  είναι η θέση του τρένου, 2x  η ταχύτητα και u το ρεύµα τυµπάνου της µηχανής.  

Βέλτιστος έλεγχος 

4. Για το κριτήριο κόστους: 
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να γραφούν οι αναγκαίες συνθήκες για την ελαχιστοποίησή του και να διατυπωθεί το αντίστοιχο πρόβληµα 

συνοριακών τιµών υπό την προϋπόθεση ότι maxmin IuI ≤≤ .  Αρχικά θεωρούµε ότι ( ) ( ) 000 21 == xx . 

5. Να λυθεί αριθµητικά µε χρήση του Matlab το παραπάνω πρόβληµα συνοριακών τιµών και να 

προσοµοιωθεί το σύστηµα. Οι τιµές των σταθερών είναι: 



5,01 =k , 1,02 =k , 13 =k , 100021 == cc , 101 =fx , 3,0=R , 104 =k  2min −=I , 2max =I  και 

10=T  

6. Να προσοµοιώσετε το σύστηµα µε την είσοδο που προέκυψε στο προηγούµενο ερώτηµα αλλά έχοντας 

αρχικές τιµές στα 1x  και 2x  ελαφρώς διαφορετικές από πριν.  

Στη συνέχεια θα γραµµικοποιήσουµε το σύστηµα γύρω από τη βέλτιστη τροχιά. Γενικά, αν το σύστηµα 

( )uxfx ,=&  ικανοποιείται από τα ( )tx , ( )tu  και θεωρήσουµε µια µικρή απόκλιση ( )ty  από την τροχιά και 

µια µικρή απόκλιση ( )tv  στην είσοδο θα έχουµε: 
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Το τελευταίο σύστηµα είναι γραµµικό και συµβολίζοντας ( )
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παίρνουµε: ( ) ( )vtBytAy +=&  

Στη συνέχεια, µε στόχο το σύστηµα να µείνει κοντά στη βέλτιστη τροχιά, θα προσδιορίσουµε το ( )yv  που 

ελαχιστοποιεί ένα τετραγωνικό κριτήριο.  

7. Να βρεθεί το ( )yv  το οποίο ελαχιστοποιεί το κριτήριο: 

( ) ( ) dtvyyTyTyJ
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8. Να προσοµοιωθεί το σύστηµα µε είσοδο έλεγχου ( ) ( )yvtu +  στην περίπτωση που οι αρχικές τιµές είναι 

ελαφρά διαφορετικές. Να συγκρίνετε την απόκριση αυτή, µε την απόκριση µε χρήση ελέγχου ανοικτού 

βρόχου (ερώτηµα 6). 

9. (Προαιρετικό)  Να λυθεί το πρόβληµα βέλτιστου ελέγχου 4,5 µε χρήση δυναµικού προγραµµατισµού και 

να συγκριθεί µε τη λύση που προέκυψε στο 8 αν οι αρχικές τιµές των 1x  και 2x  είναι ελαφρώς διαφορετικές. 

Για την εφαρµογή του δυναµικού προγραµµατισµού µπορείτε να διακριτοποιήσετε το χρόνο και τις 

µεταβλητές κατάστασης. 
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Για τις αριθµητικές µεθόδους επίλυσης προβληµάτων βέλτιστου ελέγχου και ειδικά για την επίλυση 

προβληµάτων συνοριακών τιµών δύο σηµείων:  

Bryson and Ho “Applied Optimal Control” Ch. 7  στο site του µαθήµατος 



Για την εφαρµογή κάποιων άλλων µεθόδων σε προβλήµατα βέλτιστου ελέγχου τρένου δείτε: 

P. Howlett, P. Pudney and X. Vu “Local energy minimization in optimal train control” Automatica 2009 

 

 

 


